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Abstrak

Pendulum terbalik merupakan suatu sistem non-linear, multivariabel, tidak stabil
dan merupakan tolak ukur yang sangat baik untuk menguji algoritma kontrol yang
berbeda. Dalam beberapa tahun terakhir, minat para peneliti di bidang sistem
kontrol pada pendulum terbalik meningkat. Persamaan gerak pada sistem pendulum
merupakan persamaan diferensial yang dapat dianalisis menggunakan Transformasi
Laplace. Aljabar tersebut menjadi rumit pada suatu kejadian dan dapat lebih mudah
jika diselesaikan menggunakan transformasi Laplace daripada jika diselesaikan
dengan analisis persamaan diferensial secara langsung. Tujuan dari penelitian ini
adalah untuk menyelesaikan persamaan diferensial dari hasil Lagrangian pada
sistem dinamik pendulum terbalik menggunakan transformasi Laplace. Metode yang
digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial adalah menggunakan
Mekanika Lagrange dan Tranformasi Laplace. Analisis dengan Lagrangian
digunakan untuk menentukan persamaan diferensial orde 2 pada sistem. Kemudian
persamaan diferensial tersebut diselesaikan dengan menggunakan transformasi
Laplace dan invers transformasi Laplace sehingga diperoleh persamaan akhir dalam
domain waktu (t).
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Pendulum

1. Pendahuluan

Pendulum adalah sistem yang dinamis
(Agarana, M C & Agboola, 2015). Pendulum
biasanya memiliki poros di bagian atas dan massa di
bagian bawah (Agarana, Michael C. & Ajayi, 2017).
Pendulum yang memiliki titik pusat massa di atas
titik baliknya dinamakan pendulum terbalik/
inverted pendulum (Michael et al., 2019). Tidak
seperti pendulum biasa yang selalu stabil ketika
digantungkan ke bawah, pendulum terbalik adalah
suatu sistem yang tidak stabil dan harus
diseimbangkan agar tetap tegak (Agarana, Michael
C. & Ajayi, 2017). Pendulum terbalik merupakan
suatu sistem yang non-linear, multivariabel, tidak
stabil dan merupakan tolak ukur yang sangat baik
untuk menguji algoritma kontrol yang berbeda
(Mandic et al., 2017). Sistem pendulum terbalik
adalah persoalan umum yang sering digunakan
untuk mendemonstrasikan aplikasi dari sistem
kendali untuk menstabilkan suatu sistem plant
(Sablina et al., 2015), (Rizal & Mantala, 2016).

Dalam beberapa tahun terakhir, minat para
peneliti di bidang sistem kontrol pada pendulum
terbalik meningkat (Mandic et al., 2017), (Tin et al.,
2019) karena kesamaan mendasar dari sistem

pendulum terbalik dengan berbagai sistem praktik,
seperti  keseimbangan tongkat, gaya berjalan
manusia, keseimbangan peluncur roket dan gerakan
vertikal lengan manusia (Bandari et al., 2017).
Pendulum terbalik adalah suatu mekanisme untuk
membawa objek dari satu tempat ke tempat yang
lain dan terlihat fungsinya saat berjalan (Agarana,
Michael C. & Ajayi, 2017). Sistem pendulum
terbalik juga banyak diaplikasikan dalam berbagai
bidang seperti di dunia robotik, proses industri, dan
multi-teknologi atau kombinasi organik (Su et al.,
2018) serta menjadi persoalan yang sangat penting
baik di dunia teori maupun praktik (Tin et al.,
2019).

Persamaan gerak pada sistem pendulum
merupakan persamaan diferensial yang dapat
dianalisis menggunakan Transformasi Laplace.
Metode Transformasi Laplace (Laplace transform)
menganalisis suatu persamaan diferensial dengan
memetakan masalah nilai awal ke dalam suatu
persamaan aljabar atau suatu sistem persamaan
yang dapat diselesaikan dengan metode aljabar dan
tabel pada transformasi Laplace (Arifin et al.,
2013). Aljabar tersebut menjadi rumit pada suatu
kejadian dan dapat lebih mudah jika diselesaikan
menggunakan transformasi Laplace daripada jika
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diselesaikan dengan analisis persamaan diferensial
secara langsung (Minggani, 2019).

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk
menyelesaikan persamaan diferensial dari hasil
Lagrangian pada sistem dinamik pendulum terbalik
menggunakan transformasi Laplace. Pengaruh dari
dinamika pendulum terbalik pada penelitian ini
ditunjukkan dengan persamaan kecepatan sudut
sebagai fungsi waktu.

2. Pembahasan

2.1. Penyelesaian Persamaan Diferensial
dengan Transformasi Laplace

Secara umum, transformasi

didefinisikan dengan:

Laplace

[ea)

L) = F©) = [ et 1)
0

dengan t>0, L merupakan operator

transformasi Laplace, e~** merupakan fungsi

kernel transformasi dan s merupakan variabel
transformasi (Appel, 2007), (Arfken & Weber,

2016), (Boas, 2006), (Kusse & Westwig, 2006),

(Riley et al., 2006).

Langkah-langkah dalam mencari
penyelesaian dari suatu persamaan diferensial
dengan menggunakan transformasi Laplace
adalah (Agarana, M C & Agboola, 2015),
(Arifin et al., 2013):

a. Melakukan transformasi Laplace pada
kedua ruas persamaan

b. Menyederhanakan hasil yang diperoleh
secara aljabar. Jika mengandung pecahan
parsial, maka analisis dengan
menggunakan metode penjumlahan
pecahan parsial.

c. Mencari invers transformasi Laplace untuk
menentukan fungsi dalam domain t. Hasil
dari transformasi Laplace invers adalah
solusi dari persamaan diferensial yang
diberikan.

2.2. Pemodelan dari Sistem Pendulum
Terbalik dengan Redaman dan Gaya
Penggerak

llustrasi dari sistem pendulum terbalik
dapat dilihat pada Gambar 1
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Gambar 1. Sistem Pendulum Terbalik

Komponen vertikal dan horizontal dari panjang tali
pada pendulum terbalik dapat dilihat pada Gambar
2.

I cos & /rlnv(x)/)

>

i
L sin &

Gambar 2. Komponen vertikal dan horizontal
dari panjang tali pada pendulum terbalik

Mekanika Langrange cocok untuk sistem
dengan gaya konservatif dan untuk mengatasi gaya
yang berlaku pada sistem koordinat apa saja dengan
menganalisisnya menggunakan energi (baik energi
kinetik maupun energi potensial) (Agarana, Michael
C. & Ajayi, 2017). Lagrangian didefinisikan
dengan:

L=T-V (2)

dimana T dan V berturut-turut adalah energi kinetik
dan energi potensial.

Persamaan gerak dapat ditentukan dengan
menggunakan persamaan Euler-Lagrange:
d (aL) _dL 3
dt\gg/ 96 )
dimana 6 adalah sudut pendulum ke arah vertikal

ke atas.
Berdasarkan gambar, diperoleh bahwa:

x=1lsinf (4)
y = lcos@ (5)
sehingga
X _ = l(cos6)8 6
77 = X = l(cos (6)
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dy

== ~1(sin6)8 (7)

Kecepatan sebagai besaran vektor dapat ditentukan
dengan

v2 = %% 4 y2 (8)

v? =1202 cos? 6 + [26%sin2 6 (9)

v? =1%262(cos? @ +sin28)  (10)

Mengingat sifat

cos? 6 + sin? 8 = 1, maka
v? =1%62 (11)

trigonometri bahwa

Dari persamaan (1), Lagrangian dapat ditulis
sebagai:

1 .
L= Emizﬁz —mglcosd (12)

sehingga
oL _ lsin®@ 13
g ~ Mglsin (13)

— =ml?é 14
B (14)

Sehingga Persamaan Euler-Lagrange menjadi:
d .
a(mﬁ@) = mglsin @ (15)

ml26 = mgl sin6 (16)

Persamaan (16) adalah persamaan diferensial
untuk sistem pendulum terbalik tanpa gaya
tambahan. Jika terdapat gaya redam yang sebanding
dengan kecepatan, persamaan gerak akan memuat

dé . ..
suku redaman, Y dimana y adalah koefisien

redaman. Jika terdapat juga gaya penggerak (driving
force), persamaan juga akan memuat suku gaya
penggerak menjadi:

ml26 +y8 = mglsin @ + € cos wpt (17)

dimana € adalah amplitudo dari gaya penggerak

_de _
dan wp = ar .
Bentuk tak berdimensi dari persamaan di atas
adalah:

. 1.
8 +—8 =sinf +acoswpt (18)
q
. 1.
8 =sinf +acosp ——86 (19)
q
Persamaan (19) dapat dinyatakan dengan:
1
@ =sinf +acos¢p ——w (20)
q
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2.3. Transformasi Laplace untuk
Menganalisis Sistem Pendulum Terbalik
dengan Redaman dan Gaya Penggerak

Kondisi awal dari sistem adalah:
w(0)=0; w(0)=0 (21)

Misalkan g =2,a=1dan 6 = ¢ = 1/2 maka
persamaan diferensial (20) menjadi:
1
w=1- s (22)
1
L@mn}=ﬁ{1—5w} (23)

S[L(w(t)} ~ w(0)] = £(1) ~ 3£} (29)

sw(s) =%—%w(s) (25)

(252+ 1) w(s) = % 26)
w(s) = %(251 1) (27)
1
w(s) =———— (28)
s (s + %)
w(s) = §+ il (29)
s +j
(A+B)s+ %A
(.G(S) = —1 (30)
s (s + ?)

Dengan cara substitusi dan eliminasi antara
persamaan (28) dan (30) maka didapatkan A = 2
dan B = —2 sehingga persamaan (29) menjadi:
2 2
w(s) =—— —3 (31)
s s+ ?

Persamaan (31) diselesaikan dengan invers
Transformasi Laplace:

1

1 1
S p—
s+2

L@(Q}zZL[}—ZL — U @

w(t) =2 (1 — e_%t) (33)

Page |3


http://journal.uin-alauddin.ac.id/indeks.php/PendidikanFisika

Jurnal Pendidikan Fisika Vol. 9 No. 1, Maret 2021 p-ISSN 2355-5785
http://journal.uin-alauddin.ac.id/indeks.php/PendidikanFisika e-ISSN 2550-0325

Dengan cara yang sama menggunakan transformasi diperoleh persamaan w(t) seperti pada Tabel 1.
Laplace untuk € dan ¢ yang berbeda, maka

Tabel 1. Tabel Kecepatan Sudut untuk @ dan ¢ yang berbeda
0 ¢ w(t) o ¢ w(t) 7] ¢ w(t)

0o 2(1-F) 0 3(i-e¥) 0 (Z+D)(1-e)
= VE(1-e7H) = B+)(1-e7) = (E+v3)(1-e7)
o § a(-e®) §F @eofef) ;7w
S r 5 ) @)
I I R ) B A ()
o ¢ w(t) o ¢ w(®)
0 (3+2)(1-¢7) 0 s(1-e7)
31— c B+y)(1-e7)
;7 (@)1= T T (E+2)(1-e7)
T (i) i 3(-e?)
I
Gk 6 dan b 0 0 gt bt el P PR 202

pada Gambar 3. Grafik kecepatan sudut sebagai
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— $=0; ©=3Y

- =¢p=n/6; w=(3+1)Y
P =m/4 w=N2+1)Y

-_—-p=1/3; w=2Y
p=n/2; 0=V

ceap=2n/3; =0
¢=31/% w=(1-V2)Y

= ¢ =51/6; w=(1-+3)Y

—_— =1 w=Y

L
Yy=1—-e2

Gambar 3. Grafik Kecepatan Sudut Terhadap Waktu dengan Variasi ¢ pada @ = /6

1
—_—y=1—g T
= = 8=0;w=3Y
8 =m/6w=(V3+1)Y
—'-3=?T,/'4;w=(\."’§+\."§)Y
6 =m/3;w = 2/3Y
see= g =g/2w=(3+2)Y
6 =-1/6;w=(3—1)Y
== g =—n/%w =(V3—V2)Y
—f =—n[3;0 =0
- = 0=-n/2;(\3-2)Y
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Gambar 4. Grafik Kecepatan Sudut Terhadap Waktu dengan Variasi 6

3. Penutup

Berdasarkan pembahasan, maka dapat
disimpulkan bahwa transformasi Laplace dapat
digunakan  untuk  menyelesaikan  persamaan

diferensial pada sistem pendulum terbalik dengan
redaman dan gaya penggerak (driving force).
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