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ABSTRAK
Penelitian ini membahas tentang bentuk umum determinan matriks toeplitz
tridiagonal. Tujuan dalam penelitian ini adalah menentukan bentuk umum
determinan matriks toeplitz tridiagonal, dengan entri bilangan riil. Untuk
memperoleh bentuk umum dari determinan matriks toeplitz tridiagonal
tersebut dilakukan dengan mengamati pola yang terbentuk dari determinan
matriks toeplitz tridiagonal berordo 3 x 3 hingga 8 x 8 yang diperoleh
dengan menggunakan kombinasi metode reduksi baris dan ekspansi

- 2 [[”;kJ(b)(“‘ZW—ac)kj,

k=0

kofaktor. Bentuk umum

n-1 n
p= — untuk n ganjildan p = rx untuk n genap berlaku untuk matriks

berordo n x n dimanan > 3.

Kata Kunci: Matriks Toeplitz Tridiagonal, Determinan Matriks Toeplitz

Tridiagonal, Kombinasi Metode Reduksi Baris dan Ekspansi Kofaktor

1. PENDAHULUAN

Matematika merupakan ilmu pengetahuan dasar
yang dibutuhkan oleh masyarakat dalam
kehidupan sehari-hari baik secara langsung
maupun tidak langsung. Matematika juga
merupakan salah satu ilmu pengetahuan yang
mengalami  perkembangan seiring dengan
perkembangan ilmu pengetahuan lainnya.
Matematika memiliki peran yang sangat penting
pada ilmu-ilmu pengetahuan lainnya, seperti
fisika, kimia, biologi, ekonomi dan lain-lain.
Bukan hanya itu, matematika juga merupakan
ilmu yang tidak terlepas dari agama.

Dalam teori matriks terdapat berbagai macam
bentuk matriks, salah satu diantaranya adalah
matriks toeplitz. Matriks toeplitz pada dasarnya
memiliki operasi yang sama dengan matriks
biasa hanya saja pada matriks toeplitz
mempunyai struktur yang khusus, karena setiap
entri pada diagonal utama bernilai sama
begitupun dengan entri pada subdiagonal yang
bersesuaian dengan diagonal utama juga bernilai
sama. Ditinjau dari ukurannya, matriks ini
merupakan jenis matriks persegi karena memiliki
ukuran n x n atau dengan kata lain jumlah baris
dan kolomnya sama. Telah ada penelitian

sebelumnya mengenai matriks toeplitz, yaitu
sebuah jurnal tentang “Invers Suatu Matriks
Toeplitz Menggunakan Metode Adjoin”. Bentuk
umum dari matriks toeplitz yang digunakan yaitu
diagonal nol dan selainnya x € R. Dalam jurnal
tersebut membahas sedikit mengenai matriks
toeplitz tridiagonal sebagai salah satu jenis dari
matriks toeplitz. Berangkat dari jurnal inilah
penulis bermaksud untuk mengkaji lebih dalam
lagi mengenai matriks toeplitz tridiagonal.

Salah satu pembahasan dalam teori matriks, baik
matriks biasa maupun matriks toeplitz
tridiagonal yaitu menentukan determinan
matriks. Determinan memiliki peranan dalam
mencari invers matriks dan juga dapat digunakan
untuk menyelesaikan sistem persamaan linear,
selain itu juga terdapat berbagai macam metode
untuk mencari nilai determinan matriks,
diantaranya ialah metode sarrus, metode reduksi
baris, metode minor dan kofaktor, serta metode
corner.

Pada kenyataannya baik reduksi baris maupun
ekspansi kofaktor tidak asing lagi bagi penyimak
matematika. Apalagi sebagian besar buku-buku
aljabar membahas kedua metode ini. Namun,
pada umumnya penggunaan metode ini
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diterapkan secara terpisah. Maka dari itu, penulis
bermaksud untuk menggunakan metode yang
mengkombinasikan kedua metode ini, karena
penggunaan metode reduksi baris dan ekspansi
kofaktor secara bersamaan akan menyebabkan
perhitungan determinan suatu matriks menjadi
lebih mudah.

Berdasarkan uraian di atas, penulis bermaksud
untuk melakukan penelitian dengan judul
“Bentuk Umum Determinan Matriks Toeplitz
Tridiagonal”.

Rumusan Masalah

Berdasarkan uraian latar belakang di atas, maka
dapat dirumuskan suatu masalah yaitu
bagaimana bentuk umum determinan matriks
toeplitz tridiagonal?

Tujuan Penelitian

Dengan adanya permasalahan yang muncul,
maka tujuan dari penelitian ini adalah
mendapatkan bentuk umum determinan matriks
toeplitz tridiagonal.

2. TINJAUAN PUSTAKA

Definisi Matriks

Matriks didefinisikan sebagai suatu himpunan
angka, variabel atau parameter dalam bentuk
suatu persegi panjang, yang tersusun di dalam
baris dan kolom. Pada umumnya matriks

dinotasikan dalam huruf besar, sedangkan
elemen-elemennya dalam huruf kecil.

1. Matriks Toeplitz Tridiagonal

Secara sederhana matriks toeplitz  dapat

didefinisikan sebagai berikut:

1. Berbentuk matriks kuadrat yang simetris
berorde n

2. Semua unsur pada diagonal utama bernilai
sama, dinotasikan dengan

tij = ti—j Ul’ltukl :] danl’] = 1’ 2’ 3’ e, n

3. Semua unsur pada subdiagonal atau unsur
diatas diagonal dan dibawah diagonal
bernilai sama, dinotasikan dengan t;; = t;_;
untuki #jdani,j=1,2,3,..,n.

Secara umum dituliskan dalam bentuk
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to t-g t—(n—l)
t t

T,=* ° . (2.1)
th-1 to

dimana, t;; = t;_; dengani,j = 1,2,3,...,n.

Matriks toeplitz merupakan suatu matriks yang
setiap unsur pada diagonal utamanya sama dan
setiap unsur pada subdiagonal yang bersesuaian
dengan diagonal utama juga sama. Oleh karena
itu diasumsikan bahwa terdapat berbagai jenis
dari matriks toeplitz. Salah satu jenis dari matriks
toeplitz adalah matriks toeplitz tridiagonal.
Andaikan A suatu matriks toeplitz tridiagonal
berorde n:

[baOEO]

lc b a : O]
[O 0 ¢ b aJ
0 0 0 ¢ b

dimanaa # 0 dan c # 0 pada (2.2).

Jenis lain dari matriks toeplitz adalah matriks
toeplitz dengan diagonal nol dan selainnya x €
R, sebagaimana yang digunakan Bakti Siregar
dalam penelitiannya.

O X X
T,=[* 9 7 ¥ vxer (2.3)
X X 0

2. Determinan Matriks

Suatu determinan adalah suatu fungsi khusus
yang mengasosiasikan suatu bilangan real
dengan suatu matriks bujur sangkar.

Determinan adalah suatu skalar (angka) yang
diturunkan dari suatu matriks bujur sangkar
melalui operasi khusus. Disebut operasi khusus
karena dalam proses penurunan determinan
dilakukan perkalian-perkalian sesuai dengan
aljabar matriks. Suatu matriks yang mempunyai
determinan disebut dengan matriks singular
sedangkan matriks yang tidak mempunyai
determinan (determinannya = 0) disebut matriks
non singular.



Determinan matriks A dengan ukuran n xn
(matriks persegi). Determinan, dinotasikan
dengan det(A), didefinisikan sebagai jumlah
semua hasil kali elementer bertanda dari matriks
A.

3. Reduksi Baris dan Ekspansi Kofaktor

a. Reduksi Baris

Gagasan dari metode ini adalah dengan
mereduksi matriks yang diberikan menjadi
bentuk segitiga atas melalui operasi baris
elementer, kemudian menghitung determinan
dari  matriks  segitiga atas, kemudian
menghubungkan determinan tersebut dengan
matriks aslinya.

Reduksi baris dilakukan melalui operasi baris
elementer (OBE). Dalam OBE ini ada beberapa
operasi yang dapat digunakan, yaitu:

a. Mengalikan suatu baris dengan konstanta
tidak sama dengan nol;
b. Mempertukarkan dua baris
c. Menambahkan kelipatan suatu baris ke
baris lainnya.
b. Ekspansi Kofaktor

Ekspansi kofaktor adalah suatu metode yang
digunakan untuk menghitung determinan dari
suatu  matriks, yang selanjutnya dapat
dikembangkan untuk menentukan invers matriks
tersebut dan akhirnya membantu untuk
menyelesaikan suatu sistem persamaan linear.
Sebelum membahas kofaktor, terlebih dahulu
mendefinisikan minor sebagai suatu cara untuk
menghitung determinan dengan cara manual.

Determinan dari matriks 3 X 3,

a1 412 Qg3
A =|Gz1 Az Q3
431 dszz d4szs

adalah jumlah
det(A) = a,1a5,a33 + a12053031 +
a130d31032

—Q13022031 — Q11023032 —
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a12021033 (2.4)

Dengan mengatur kembali suku-suku dan
memfaktorkan, (2.4) dapat ditulis kembali
sebagai:

det(A) = a;1(a2a33 — A3a32) — a12(a21033
— Qy3031)

+a;3(azias; —
az20a31 (2.5)

Pernyataan dalam kurung pada (2.5), masing-
masing merupakan determinan:

az;

M. = [ ‘123] M
11 Azy 33l 12
[a21 ‘123] M [a21 azz]
azi aszzl’ 13 azy; daszp

Maka definisi minor dan kofaktor, yaitu:

Jika Aadalah suatu matriks bujur sangkar, maka
minor dari entri a;; dinyatakan sebagai M;; dan
didefinisikan sebagai determinan dari submatriks
yang tersisa setelah baris ke-i dan kolom ke-j
dihilangkan dari A. Bilangan (—1)"*/Mj
dinyatakan sebagai C;; dan disebut sebagai
kofaktor dari entri a; ;.

Definisi: (Matriks Kofaktor)

Jika A adalah sembarang matriks n x n dan Cj;
adalah kofaktor dari a;;, maka matriks dengan
bentuk:

Cll C12 Cln
CZ 1 C22 CZTL (2 ' 6)
le le Cmn

dinamakan matriks kofaktor dari matriks A.

Menurut definisi minor dan kofaktor di
atas, pernyataan dalam (2.5) dapat ditulis dalam
bentuk minor dan kofaktor sebagai:
det(A) = a;;(Myq) + ag2(—My2) + a;3(My4)
= 11011 + a42C13 + a13C13 (2.7)
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Persamaan (2.7) menunjukkan bahwa
determinan Adapat dihitung dengan mengalikan
entri-entri pada baris pertama dari A dengan
kofaktor-kofaktornya yang bersesuaian dan
menjumlahkan hasilkali-hasilkali yang
diperoleh. Metode perhitungan det (A) ini
disebut ekspansi kofaktor (cofactor expansion)
sepanjang baris pertama dari A.

Ekspansi kofaktor untuk menghitung determinan
matriks adalah mengikuti teorema (ekspansi
kofaktor):

Apabila diberikan matriks A yang berukuran n x
n, maka determinan matriks A dapat dihitung
dengan menggunakan:

a. Ekspansi kofaktor sepanjang kolom j:
det(A) = ay;Cy; + az;Cyj + -
+ ananj

b. Ekspansi kofaktor sepanjang baris i:

3. METODE PENELITIAN

Untuk mencapai tujuan dalam penelitian, maka
ada 2 tahapyang dilakukanuntuk mendapatkan
bentuk umum determinan matriks toeplitz
tridiagonaladalah sebagai berikut:

Tahap I: Mencari determinan matriks toeplitz
tridiagonal ordo 3 X 3 hingga 8 X 8 dengan
kombinasi metode reduksi baris dan ekspansi
kofaktor, langkah-langkahnya adalah sebagai
berikut:

1. Membentuk matriks toeplitz
tridiagonalyang akan dicari
determinannya.

2. Mereduksi matriks yang diberikan

melalui operasi baris elementer hingga
terdapat suatu baris atau kolom yang
banyak memuat entri nol (hanya satu
yang bukan nol)

3. Melakukan ekspansi kofaktor sepanjang
baris atau kolom yang memuat nol
terbanyak

4. Mengulangi langkah 2dan 3 hingga
terbentuk matriks 2 x 2.
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Melakukan perhitungan determinan (sesuali
dalam persamaan (2.11)).

Tahap I1:Membuat bentuk umum penyelesaian
determinan matriks toeplitz tridiagonal melalui
proses pengamatan pola yang terbentuk dari
determinan yang telah diperoleh.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Hasil Penelitian

Pada penelitian ini, ada 2 tahap yang dilakukan
dalam menentukan bentuk umum penyelesaian
determinan matriks dengan menggunakan
metode reduksi baris dan ekspansi kofaktor,
langkah-langkahnya adalah sebagai berikut:

Tahap I: Mencari determinan matriks toeplitz
tridiagonal ordo 3 x 3 hingga 8 X 8 dengan
kombinasi metode reduksi baris dan ekspansi
kofaktor, langkah-langkahnya adalah sebagai
berikut:

a. Matriksordo 3 x 3 (n = 3)

Membentukmatriks  toeplitz
akandicarideterminannya.

tridiagonalyang

Mereduksi matriks yang diberikan melalui
operasi baris elementer hingga terdapat suatu
baris atau kolom yang banyak memuat entri nol
(hanya satu yang bukan nol). Langkah pertama
yang dikerjakan ialah menjadikan 0 di bawah b
pada kolom pertama dengan cara baris kedua
ditambahkan dengan — - dikalikan dengan baris

pertama, dapat ditulis dengan  rumus

C
B, +(—b>< Blj

b a 0
T,=|c b a BZ+[—%XBlj
0O c b



Maka hasilnya adalah:

b a 0
2_
720 b —ac
b
0 c b

Langkah selanjutnya adalah melakukan ekspansi
kofaktor sepanjang baris atau kolom yang
banyak memuat entri nol karena perkalian entri
nol dengan kofaktornya akan menghasilkan nol.
Pada kasus ini dipilih ekspansi kofaktor
sepanjang kolom pertama dengan rumus
a11C11 + az1021 + az1631

) b a 00
b —ac a b?
det T, =bx (-1)*| ~ b +(0xC)+(0xCq) _|0 ;ac a 0
c b ‘
0 C b a
|10 0 cC Db

Selanjutnya melakukan perhitungan determinan
matriks ordo 2 x 2

det T, =bx{bx[b2 ;acj—(axc)}

det T, =bx (b* —2ac)

Sehingga hasilnya adalah:
det T, =b® — 2bac

b. Matriksordo 4 x 4 (n = 4)

Membentukmatriks toeplitz
akandicarideterminannya.

tridiagonalyang

b a 0 O

c b a o
T, =

0 c b a

0 0c b

Mereduksi matriks yang diberikan melalui
operasi baris elementer hingga terdapat suatu
baris atau kolom yang banyak memuat entri nol
(hanya satu yang bukan nol). Langkah pertama
yang dikerjakan ialah menjadikan 0 di bawah b
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pada kolom pertama dengan cara baris kedua
ditambahkan dengan —% dikalikan dengan baris

pertama, dapat ditulis dengan  rumus
C
B, + _EX B,
b a 0 0
c b alo Bz+(— xBlJ
T =
“10 c b a
0 0cb

maka hasilnya adalah:

Langkah selanjutnya adalah melakukan ekspansi
kofaktor sepanjang baris atau kolom yang
banyak memuat entri nol karena perkalian entri
nol dengan kofaktornya akan menghasilkan nol.
Pada kasus ini dipilih ekspansi kofaktor
sepanjang kolom pertama dengan rumus
a11C11 + a21C31 + a31031 + a41Cyq

2_
bacao

detT, =bx(-1)*| ¢ b a|+(0xCy)+(0xCy )+(0xCyy)
0 c b

Selanjutnya, karena matriks yang diperoleh
belum berupa matriks ordo 2 x 2 maka proses
mereduksi  baris masih dilakukan, yaitu
menjadikan 0 di atas bpada kolom ketiga dengan

cara baris kedua ditambahkan dengan
dikalikan dengan baris ketiga, dapat ditulis

a
dengan rumus B, + (_b X st

2
baCaO

b a Bz+[—3x83]
b
c b

b
detT, =bx(-1)**| ¢
0
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2
b°—ac 0
b
2_
detT,=b| ¢ b bac 0
0 c b
Kemudian melakukan ekspansi  kofaktor

sepanjang kolom ketiga karena banyak memuat
entri nol, dengan rumus a;3C;3+ a,3Cy3 +
az3(33

b2 —ac
det T, =bx| (0xCy3)+(0xCypg)+bx (-1)*¢| P .
—ac

b

c

Selanjutnya melakukan perhitungan determinan
matriks ordo 2 x 2

et T, - {(b ;acjx(bz b“]j_(axc)}

—(b* xac)

= (b’ —ac)2 ~(b*ac)
det T, =b* — 2b*ac +a’c’ —b’ac
Sehingga hasilnya adalah:
det T, =b* —3b%*ac+a’c’

Dengan cara yang sama pada matriks 3x 3,4 x 4
diperoleh determinan untuk matriks 5 x 5 6 x 6,
7 x 7, dan 8 x 8 secara berturut-turut sebagai
berikut:

det T, =b® —4b’ac +3ba’c’
det T, =b® —5b*ac + 6b*a’c® —a’c’®
detT, =b’ —6b°ac + 10b%a’c’® - 4ba’c®

4.2 2 2,.3.3

detT8 —p® — 7b%ac +15b*a%c? —10b%a%c* + a

Tahap I1: Membuat bentuk umum penyelesaian
determinan matriks toeplitz tridiagonal.
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Dari urutan determinan matriks yang diperoleh
pada tahap | di atas membentuk suatu pola
sehingga diperoleh bentuk umum determinan
matriks toeplitz tridiagonal ordo n X n untuk
n = 3, yaitu:

Misalkan T,, suatu matriks toeplitz tridiagonal
berordo n xn maka determinan matriks T,
adalah:

ITo| = %[(n_k](b)(”zk)(—ac)k], dimana

k=o\\ K
n-1 .
p=—> untuk n ganjil dan

p= g , untuk n genap

Bukti:Pembuktian dilakukan dengan induksi
matematika, andaikan T,, adalah matriks toeplitz
tridiagonal dengan ordo n xn dimana n > 3
yakni {3,4,5, ...,n}.

a. Untuk n ganjil
n-1
T2
Jadi, bentuk umum determinan matriks
toeplitz tridiagonal ordo n X n dengan n
bilangan ganjil adalah:

(n=3,5,..,m), maka

n-1

lTnl—(ij[[”kk}b)(“” (—ac)k)

k=0

=b"+(n-1)b"? (~ac) +---
+(n7+1)b(—ac)(nz_lj

Untuk n=3 maka

-3 [[3_kj(b)(“”<—ac)kJ = b’ — 2bac

k=0 k

n=>5 maka

2 ((5-k
Tl =2 [[SK ](b)(5_2k)(—a0)k] —b° — 4b%ac + 3ba’c’
k=0



Untuk n = m maka

m@((mkq(b><m~<_a@q

k=0
=b" +(m —1) ( ac) +--
LEY

Sehingga deretan untuk n ganjil adalah:
(b3 - 2bac) + (b5 — 4b%ac + 3ba’c’? ) +
b" +(m-1)b'"

+m+1b—ac(2_1j
[ Jpiceo

( ac) +--
+

Untuk membuktikan determinan matriks teplitz
tridiagonal ordo n x n untuk setiap n bilangan
ganjil dan n >3 dapat dibuktikan dengan
menggunakan induksi matematika.

b. Untuk n genap (n=4,6,..
n
P=2

,m), maka

Jadi, bentuk umum determinan matriks toeplitz
tridiagonal ordo n X n dengan n bilangan genapl
adalah:

-4

k=0

-2) (-ac) +---+ b(—ac)(gj

—b" +(n-2)b"
Untuk n==4%4 maka
4k
- 3[4 o caor |
k=0

—pb* —3b%ac +a’ +c?
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Untuk n==6

ml- 2 [0 ol ey |

—b® —5b*ac + 6b%a’c? + a’c®

maka

Untuk n = m maka

h”j?(Tq@““<wﬁ

=b" +(m —1) (ac)+

Sehingga deretan untuk n genap adalah:
(b4 —3b%ac+a’ + cz)

—5b*ac + 6b%a’c? + a’c )+

+(m=1)b™? (—ac) + -+ (-

e

£l oant

o
{bm

Untuk membuktikan determinan matriks teplitz
tridiagonal ordo n x n untuk setiap n bilangan
genap dan n >4 dapat dibuktikan dengan
menggunakan induksi matematika.

5. KESIMPULAN

Berdasarkan uraian dari hasil penelitian dan
pembahasan dapat disimpulkan bahwa bentuk
umum determinan matriks toeplitz tridiagonal
adalah:

i {[n—k](b)(nzk)(_ac)kJ,
k=0 K

_n-1
p_ 2 1

Tl = dimana

untuk n ganjil dan

p= g untuk n genap
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berlaku untuk matriks berordon X n dimanan >
3.
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