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ABSTRAK

Bilangan riil banyak digunakan dalam menyelesaikan pembuktian sifat-
sifat grup. Kemudian sifat-sifat grup tersebut akan dikaji dengan
menggunakan himpunan bilangan kompleks. Tujuan dari penelitian ini
adalah untuk mengetahui himpunan bilangan kompleks yang dapat
membentuk grup atau bukan grup. Jenis penelitian yang digunakan dalam
penelitian ini adalah penelitian murni (kajian teori). Hasil penelitian yang
diperoleh adalah himpunan bilangan kompleks yang dapat membentuk
grup dapat dilihat pada bentuk atau operasi tertentu yaitu penjumlahan dan
perkalian bilangan kompleks dapat membentuk grup misalnya pada C =
{z|z = x + iy;x,y € R,i?* = —1} dengan operasi (C,+) dan (C,x),C =
{Zl]z=x+iy;x,y € R,i? = —1} dengan operasi penjumlahan dan
perkalian konjugat, C= {|z| |z=x +iy; x,y € R,i? = —1} dengan
operasi  perkalian modulo, C = {§| z=x+iy;x,y €ER,i?= —1}
dengan operasi (C,+) dan (C,x),C = {z|z =x+iyV2;x,y €R,i? =
—1} dengan operasi penjumlahan, C = {z|z = x + iy; |[x + iy| = L;x,y €
R, i? = —1} dengan operasi perkalian..

Kata Kunci: Bilangan kompleks, grup dan sifat-sifat grup

1. PENDAHULUAN
Latar Belakang

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu
pengetahuan yang banyak sekali manfaatnya dan
merupakan salah satu ilmu bantu yang sangat
penting dan berguna dalam kehidupan sehari-hari
maupun dalam menunjang perkembangan ilmu

pengetahuan dan teknologi. Matematika
merupakan sarana berfikir untuk
menumbuhkembangkan  pola  pikir  logis,

sistematis, obyektif, kritis, dan rasional. Oleh
sebab itu, matematika harus mampu menjadi
salah satu sarana untuk meningkatkan daya nalar
dan dapat meningkatkan kemampuan dalam
mengaplikasikan ilmu untuk  menghadapi
tantangan hidup dalam memecahkan masalah.
Matematika juga digunakan untuk memecahkan
masalah pada teori matematika itu sendiri. Salah
satunya adalah dalam ilmu aljabar yang
khususnya mengenai sifat-sifat grup yang
himpunannya pada bilangan kompleks.

Himpunan adalah kumpulan objek yang dapat
didefenisikan secara jelas. Dalam Q.S. Al-
Hujurat/49:13 yang berbunyi:
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Terjemahnya: “Hai manusia, Sesungguhnya Kami
menciptakan kamu dari seorang laki-laki dan
seorang perempuan dan menjadikan kamu
berbangsa - bangsa dan bersuku-suku supaya
kamu saling kenal-mengenal. Sesungguhnya
orang yang paling mulia diantara kamu disisi
Allah ialah orang yang paling tagwa diantara
kamu. Sesungguhnya Allah Maha mengetahui
lagi Maha Mengenal”.

Kata syu 'ub adalah bentuk jamak dari kata Sya 'b.
Kata ini digunakan untuk menunjuk kumpulan
dari sekian Qabilah yang biasa diterjemahkan
suku yang merujuk kepada satu kakek. Qabilah
pun terdiri dari sekian banyak kelompok
keluarga yang dinamai imarah, dan yang ini
terdiri lagi dari sekian banyak kelompok yang
dinamai bathn. Bathn ada sekian fakhdz hingga



akhirnya sampai pada himpunan keluarga kecil.
Berdasarkan ayat di atas dapat dikatakan bahwa
bukan dalam matematika saja himpunan dapat
dijelaskan tetapi himpunan telah lebih dahulu
dijelaskan dalam Al-quran berdasarkan ayat
tersebut di atas karena himpunan didefinisikan
sebagai kumpulan dari seorang laki-laki dan
seorang perempuan dan menjadikan berbangsa-
bangsa dan bersuku-suku supaya saling
mengenal.

Ilmu aljabar abstrak merupakan bagian dari ilmu
matematika yang berkembang dengan pesat
karena berhubungan dengan himpunan, dan sifat
struktur-struktur di dalamnya. Salah satu yang
dibahas dalam ilmu aljabar abstrak adalah
struktur aljabar dan sifat-sifatnya. Struktur
aljabar merupakan suatu himpunan tidak kosong
yang dilengkapi dengan aksioma dan suatu
operasi biner. Teori grup dan ring merupakan
konsep yang memegang peranan penting dalam
struktur aljabar. Grup hanyalah sebuah objek
formal di matematika. Secara teoretis, perannya
mencakup: studi tentang simetri, pondasi
kriptograf, aljabar modern, dan banyak lagi.
Sebagai objek tersendiri, grup cukup menantang
untuk diklasifikasi. Faktanya, beberapa bagian
terdalam matematika terkait secara langsung
maupun tidak langsung dengan salah satu
pengklasifikasian grup.

Ide dasar munculnya teori grup adalah
penyelidikan permutasi dari himpunan berhingga
di dalam teori persamaan. Selanjutnya ditemukan
bahwa konsep dari suatu grup adalah universal
dan konsep grup tersebut muncul di berbagai
cabang ilmu matematika dan ilmu pengetahuan.

Secara umum, penyelesaian soal-soal yang
berhubungan dengan sifat-sifat grup hanya
mengutamakan bilangan riil, baik itu dari buku-
buku, jurnal maupun kajian-kajian terkait dengan
sifat-sifat grup. Selanjutnya, penulis ingin
mengkaji himpunan bilangan kompleks dengan
menggunakan sifat-sifat grup, sebab berbagai
kajian terkait sifat-sifat grup yang telah diperoleh
belum ada yang membahas tentang sifat-sifat
grup dalam kaitannya pada himpunan bilangan
kompleks.

Berdasarkan latar belakang diatas, maka penulis
tertarik mengangkat sebuah judul “Mengkaji
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Himpunan Bilangan Kompleks yang dapat
Membentuk Grup”.

Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, dapat
dikemukakan rumusan masalah dalam penelitian
ini adalah bagaimana bentuk himpunan bilangan
kompleks yang dapat membentuk grup atau
bukan grup?

Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk
mengetahui himpunan bilangan kompleks yang
membentuk grup atau bukan grup.

2. TINJAUAN PUSTAKA
Bilangan Kompleks

Dengan memiliki sistem bilangan real saja
kebutuhan orang akan bilangan belum dapat
tercukupi karena untuk setiap x € R selalu
berlaku x? > 0, maka kalau hanya bekerja di
dalam R, persamaan kuadrat x? + 1 = 0 tidak
memiliki solusi dalam system bilangan riil.
Dalam hal ini solusinya adalah x = +v/—1. Jelas

V=1 bukan bilangan riil karena tidak ada
bilangan riil yang kuadratnya sama dengan —1.
Jadi di samping bilangan riil kita telah memiliki
jenis bilangan lain, yaitu bilangan imajiner.
Bilangan imajiner adalah bilangan yang dapat
ditulis sebagai bi dengan 0 # b € R. Misalkan,
saat memerlukan solusi dari persamaan x2 =
—25, tidak ada bilangan riil yang memenuhi
persamaan tersebut karena solusi persamaan

tersebut  adalah  x =+/—25 =+25V/-1=

5v—1 = 5i. Oleh karena itu perlu didefinisikan
bilangan kompleks.

Gabungan bilangan riil dan bilangan imajiner
membentuk bilangan kompleks dengan notasi C.
Himpunan bilangan kompleks ditulis

C={a+ bi;a,b € R},

Dengan a adalah bagian riil dan b bagian
imajiner. Bilangan kompleks ditulis sebagai
pasangan terurut dua bilangan riil, yang
dinyatakan dengan (a,b) atau a + bi, dimana
a = Re C (bilangan riil dari bilangan kompleks),
b=ImC (bagian imajiner dari bilangan
kompleks). Jika bilangan riil dapat ditempatkan
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pada garis lurus, maka bilangan kompleks
ditempatkan pada bidang R? atau dalam hal ini
disebut bidang kompleks (lihat grafik).

A
Imc

e z(xy)

Gambar 2.1. Grafik Bilangan Kompleks

Berdasarkan bagan di atas dapat dilihat bahwa

himpunan bilangan yang terbesar dalam
matematika adalah bilangan kompleks.
Himpunan bilangan kompleks umumnya

dinotasikan dengan C atau C. Bilangan real R
dapat dinyatakan sebagai bagian dari himpunan
C dengan menyatakan setiap bilangan real
sebagai bilangan kompleks.

Definisi 2.1
Diberikan bilangan kompleks z,, = (x,,, y,) n =
1,2,... operasi pada bilangan kompleks

didefinisikan dengan

1. z, = z,jikadanhanyajikax; = x, dany; =

Y2

z1+ 2, = (1 + x2,¥1 + ¥2)

Zy—Zy =21+ (—23) = (X1 — X2, Y1 — V2)

kz, = (kxy, ky,) k konstanta riil

71z = (X1X2 — Y1Y2, X1Y2 + X2¥1)
Himpunan semua pasangan terurut (x, y)

dengan operasi tertentu yang sesuai padanya

didefinisikan sebagai sistem bilangan kompleks.

Sistem bilangan kompleks tersebut dinotasikan

(C,+).

Teorema 2.2. Sistem bilangan kompleks (C, +)
merupakan suatu lapangan (field).

Definisi 2.3. Diberikan bilangan kompleks
Z, =X, +iy, n=12 Operasi pada
himpunan bilangan kompleks didefinisikan
dengan

1oz + 2= (1 + %) +i(y1 + 2)

2. 73—z = (X1 — x2) + i(y1 — ¥2)

3. kz; =kx; +ky;,keER

ok~ own

4. 5122 = (x1x; — y1Y2) +i(x1y2 + %2Y1)
5. Z_l = 2122_1,22 * 0
2
_ X1X2 V1Y

. X2Y1 + X1Y2
2 2 l
X2° Y2

X% — y,?

Selain operasi penjumlahan dan perkalian pada
sistem bilangan kompleks, masih terdapat
operasi lain yang dinamakan operasi konjuget.
Operasi konjuget didefinisikan seperti dibawah
ini.

Definisi 2.4. Diberikan bilangan kompleks z =
x +iy:x,y € R. Bilangan kompleks sekawan
(konjuget) dari z didefinisikan dengan z = x —
iy. Operasi konjuget (bilangan kompleks
sekawan) pada sistem bilangan kompleks
disajikan pada teorema berikut.

Teorema 2.5. Diberikan z4,z, € C. Operasi
konjuget pada sistem bilangan kompleks adalah
a. Z1 + Zy = Z_1 + Z_2

b. zZi =2z, =75 -2,

C. Z1Z; = 7125

d. 2,/2,=7/%,2, # 0.

e. Z=2.

f. zzZ =[Re(2)]? + [Im(2)]>.
g. z+ZzZ=2Re(2).

h.

z—z=2iIm(z).
Operasi Biner pada Himpunan

Misalkan G himpunan tidak kosong, fungsi dari
GxXG ke G mengaitkan setiap pasangan
berurutan (a, b) € G X G dengan suatu pasangan
di G (yaitu a * b € G), maka * dikatakan operasi
biner (komposisi biner) pada G. Dengan
demikian, operasi * pada himpunan tidak
kosong G adalah operasi biner jika dan hanya
jlka a€eGbeG—-axbeG,VabeG Jadi
operasi biner merupakan operasi tertutup yang
didefenisikan pada himpunan tidak kosong.

Contoh 2.1

Operasi penjumlahan (+) merupakan komposisi
biner pada himpunan bilangan asli N, karena
Va,b e Na+b€eEN

Defenisi 2.7 (hukum operasi). Suatu operasi

biner * dan o pada himpunan tidak kosong

G dikatakan:

1. Assosiatif, jika
c),Vab,c€G

(axb)*c=ax(bx*
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2. Komutatif, jika axb=bx*a,Vabe€eG

3. Mempunyai unsur identitas, jika ada e € G,
sehinggaexa=a*xe=Va€G

4. Setiap anggota mempunyai invers di G, jika
Va€G ada a ! € G sehingga axa ! =
alxa=e

5. Operasi * pada G dikatakan memenuhi
hukum pencoretan Kiri, jika a*b =ax*c
mengakibatkan b = ¢ untuk setiap a, b, c €
G

6. Operasi * pada G dikatakan memenuhi
hukum pencoretan kanan, jika b * a = ¢ * q,
mengakibatkan b =c¢, untuk setiap
a,b,c €G

7. Anggota e € G dikatakan identitas kiri di G,
jlkaaxe=aVaeaG

8. Jikae identitas kanan di G, makaelemen b €
G, dikatakan invers kanan dari a € G, jika
axb=ce

9. Operasi o dikatakan distributif Kiri terhadap
* jika ao(bxc)=(aob)=*
(aoc),VabceG

10. Operasi o dikatakan distributif kanan
terhadap * jika (axb)oc =
(aoc),Va,b,cE€GQG.

Definisi 2.8. Suatu himpunan tidak kosong G
dengan satu atau lebih operasi biner pada G
dikatakan struktur aljabar, atau sistem aljabar
dan ditulis (G,*).

Grup

Definisi 2.9. Suatu sistem aljabar (G,*) dari

himpunan tidak kosong G dengan operasi biner

*, dikatakan grup jika memenuhi sifat berikut:

1. Tertutup Va,b € G berlakua *b € G

2. Sifat assosiatif Va,b,c € G berlaku a *
(bxc)=(axb)*c.

3. Ada unsur identitas di G. Ada e € G sehingga
Va € G berlakua xe =e* a = a.

4. Adaunsur invers setiap anggota di G. Va € G,
ada a~! € G sehingga axa!=al*xa=
e.

Dari defenisi di atas dapat dikatakan bahwa suatu
himpunan tidak kosong G dengan operasi biner *
“ditulis (G,*)” merupakan grup jika memenuhi
sifat tertutup, assosiatif, mempunyai unsur
identitas  di G dan setiap anggota di G
mempunyai invers di G. Selanjutnya jika (G,*)
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merupakan grup dan memenuhi sifat komutatif
yaitu axb =b *xaVa,b € G, maka G disebut
grup komutatif, dan jika tidak memenuhi sifat
komutatif maka G disebut grup tidak komutatif.

Definisi  2.10. Misalkan G himpunan tidak

kosong dengan operasi biner x didefenisikan

pada G, maka:

1. (G,*) disebut grupoid

2. Suatu grupoid (G,*) yang memenuhi sifat
assosiatif disebut semi grup.

3. Suatu semigrup (G,*)yang mempunyai
unsur identitas disebut monoid.

Defenisi di atas dapat digunakan untuk
mendefenisikan grup, yaitu jika (G,*) suatu
monoid dan setiap anggota G mempunyai invers
di G maka (G,*) merupakan grup.

Definisi 2.12. Misalkan (G,*) adalah grup

1. Jika banyaknya anggota G terhingga (finite),
maka (G,*) disebut grup terhingga.

2. Jika banyaknya anggota G takterhingga

(infinite), maka (G,x) disebut grup
takterhingga.

Sifat-sifat Grup

Dalam mempelajari sifat-sifat grup, Kita

nyatakan grup (G,*) hanya dengan simbol . Jadi
jika (G,*) dinyatakan sebagai grup cukup kita
tulis G adalah grup. Juga untuk sebarang anggota
a, b di G, perkalian anggota a dengan anggota b
cukup ditulis ab, demikian juga penjumlahan
adengan b cukup ditulis a+b. Dengan
menggunakan notasi di atas, akan dibuktikan
beberapa sifat grup.

Teorema 2.13 (ketunggalan unsur identitas).
Unsur identitas suatu grup adalah tunggal.

Bukti:

Misalkan G adalah grup. Juga misalkan e
dan e’ adalah unsur identitas di G, akan
ditunjukkan bahwa e =e¢’. Karena e
unsur identitas di G dan e’ € G, maka
ee’ =¢e’e =¢€’. Juga e’ unsur identitas
diGdane € G, maka e’e = ee’ = e. Jadi
e =¢e'e=ee’=¢'.Dengan  demikian
terbukti bahwa unsur identitas suatu grup
adalah tunggal.
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Teorema 2.14 (ketunggalan unsur invers).
Setiap anggota suatu grup mempunyai invers
tunggal.

Teorema 2.15. Invers dari invers suatu anggota
dalam grup adalah anggota itu sendiri.

Definisi 2.16. Suatu grupoid G dan x,y € G
dikatakan memenuhi hukum pencoretan kiri jika
ax = ay mengakibatkan x = y, dan dikatakan
memenuhi pencoretan kanan jika xa = ya
mengakibatkan x =y. Selanjutnya jika G
memenuhi hukum pencoretan Kkiri dan hukum
pencoretan kanan, maka G dikatakan memenubhi
hukum pencoretan.

Teorema 2.17. Setiap grup memenuhi hukum
pencoretan.

Teorema 2.18. Jika G adalah grupdan a,b € G,
maka berlaku (ab)™! = b~ 1a™1.

Teorema 2.19. Jika a, b sebarang anggota dari
grup G, maka persamaan ax = bdan ya = b
masing-masing mempunyai penyelesaian secara
tunggal (penyelesaian tunggal) di G.

Teorema 2.20. Setiap himpunan G dengan

operasi biner perkalian merupakan grup jika dan

hanya jika,

1. Operasi perkalian bersifat assosiatif

2. Va,b € G, persamaan ax = b dan ya =b
mempunyai penyelesaian tunggal di G.

Akibat 2.21. Suatu semigrup G, membentuk
grup jika Va,b € G persamaan ax = b dan
ya=D>b masing-masing mempunyai
penyelesaian tunggal di G.

Teorema 2.22. Suatu semigrup terhingga,
membentuk grup jika memenuhi  hukum
pencoretan.

Teorema 2.23 (Pendefenisian lain dari grup).

Suatu semi grup G, disebut grup jika

1. Adae € G sehinggaea = a,Va € G.

2. YaeGadaa!eGsehinggaala=cel(e
dan a? berturut-turut disebut identitas Kiri
dan invers Kiri dari a di G).

Akibat 2.24. Suatu semi grup G, disebut grup jika
memenuhi

1. Adae € G sehinggaae =a,Va € G

2. Ya € G,adaa™?! € G sehinggaaa™! = e.

Definisi 2.25. Suatu grupoid G dinamakan quasi
grup jika Va,b € G persamaan ax = b dan
ya = b mempunyai penyelesaian tunggal di G.

Akibat 2.26. Suatu Quasi grup yang assosiatif
adalah grup.

Teorema 2.27. ldentitas kiri dri suatu grup juga
merupakan identitas kanan.

Teorema 2.28. Invers kiri dari suatu grup juga
merupakan invers kanan.

Akibat 2.29
1. Identitas kanan suatu grup juga merupakan
identitas kiri.
2. Invers kanan suatu anggota grup juga
merupakan invers kiri dari anggota tersebut.

3. PEMBAHASAN
Hasil

Bentuk-bentuk himpunan bilangan kompleks
yang dapat membentuk grup dan yang tidak
dapat membentuk grup berdasarkan sifat-sifat

grup.

1. Terhadap operasi penjumlahan (C, +).

a. Misalkan C adalah himpunan bilangan
kompleks yang didefinisikan dengan C =
{zlz=x+iy;x,y ER,i? = —-1},(C,+)
membentuk grup apabila membentuk sifat-
sifat berikut:

Penyelesaian
1) Sifat Tertutup

Ambil sebarang z;,z, € C, maka z; = x; +
Iy1,Z2 = X2 + 1Y

Sehingga

Z1+ 2z, = x1 Hiy, + x5 H iy,

=(x1 +x) +i(y1 +¥2)

Karena x; +x, € R, y; +y, € R Sehingga
z1+2z, €C

Jadi (C,+) tertutup terhadap  operasi
penjumlahan

2) Asosiatif

z1+ (2, +23) = (21 + 23) + 23
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Misalkan Z1 = X1 + iyl, Zy = Xo + iyz, Z3 =
X3+ iy3
Sehingga

Ruas Kiri z1 + (2, + 23) = (x1 +iyy) +

((x2 +iyy) + (x3 +iy3))

=X +x;+x3) +i(y1 +y2 +y3)

Ruas kanan (z; +2z;) + 23 = ((xy +iyy) +
(22 + iy2)) + (x5 + iy3)

= (X +x; +x3) +i(y; +y2 +y3)

Karena z; + (z, + z3) = (21 + z,) + z3 jadi
(C,+) terpenuhi asosiatif terhadap operasi
penjumlahan

3) Adanya unsur identitas

Ambil sebarang z € C
maka

dimana z = x + iy,

Terdapat e = (0 + 0i) sehingga
z+(O0+0)=G+iy)+(0+0i)=(x+1iy)

O0+0)+z=00+0)+(x+iy) = =(x+

iy)
4) Setiap anggota mempunyai invers

vz € Cterdapat z~! € C sehingga berlaku
z+zl=z142=0+0i

Ambil sebarang z € Cdimana z = x + iy
Adazl'=(-x—iy)€ecC

zl+z=2z+z"1 =(x+iy)+(—x—iy) =
(x—x)+ (y—y)i

=04+ 0i
z4+z1=2z142

=—(x+iy)+x+iy) =@x-—x)+@-yi
=0+ 0i

Himpunan bilangan kompleks C = {z|z = x +
iy;x,y € R,i? = —1} merupakan grup karena
dapat dibuktikan bahwa memenuhi keempat
sifat.

b. Misalkan C={lz=x+1iy;x,y €
R,i? = —1}. Apakah (C,+) membentuk
grup? (C,+) apabila memenuhi sifat-sifat
berikut:

1) Sifat Tertutup
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Ambil sebarang z;,z; € C maka z; = x; —
1Y1,22 = X3 — 1Y

Sehingga

1+ 23 = (g — iy1) + (%2 — iy2)
x2) — i1 +¥2)

Karena x; +x, €R, y; +y, € R, Sehingga
Zz+z€C
Jadi  (C,+)
penjumlahan
2) Sifat Asosiatif

= (x; +

tertutup  terhadap  operasi

(271 + 23) + 23 = 21(2; + Z3)

|\/|I8a|kan Z_1 =X1— iyl, Z_2 =Xy — iyz, Z_3 =
X3 — 1y3

Sehingga

Ruas Kiri (z; + 23) + 73 = ((x; — iy1) + (x5 —
iy2)) + (x3 — iy3)

= (x1 +x, +x3) —i(Y1 — Y2 — ¥3)

Ruas kanan z;(z; + z3) = (x; — iy1) + ((x2 —
iy;) + (x3 — iy3))

= (x1 +x, +x3) —i(y1 — Y2 — ¥3)

Karena (z; + 7;) + z3 = 7;(Z, + z3) tertpenuhi
asosiatif terhadap operasi penjumlahan

3) Ada unsur identitas

Ambil sebarang z € C dimana z = x + iy maka
terdapat e = (0 + 0i)

Sehingga Z + (0 + 0i) = (x; — iy;) + (0 + 0i)

==X~ iy
04+0)+z2=(0+0i)+ (x; —
[y;) = x1 —iy;

4) Setiap anggota mempunyai invers
vz € C terdapat z~! € C sehingga
berlaku
Z+z'=7z1'+72=04+0i
Ambil sebarang z € C dimana z =

x+iyadazl=—x—iyeC

Z7 '+ Zz=—-(x+iy)+ (x +iy)
=(x—-x)+@—-y)i =04+0i

Z+z7 1= (x+iy)+ (—x —iy)
=(x-x)+W—-y)i =04+0i
Himpunan bilangan kompleks C =
{(Zlz=x+iy;x,y ER,i* = -1}
merupakan grup karena dapat
dibuktikan bahwa memenuhi
keempat sifat.
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c. Didefinisikan € = {3|z =x +iy;x,y €

R,i% = —1}. Apakah (C, +) membentuk

grup? (C,+) membentuk grup apabila
memenuhi sifat-sifat berikut:
1) Sifat Tertutup

. 1 1
Ambil sebarang —,— € C maka

Z1 Zy
101 11
zZ N x1+iy1’ z; N Xo+iy;
Sehingga
1 1 1 1

= +
zZy Zp X1ty Xty
_ X1+ x +i(y1 +Y2)
X1Xy — V1Y +i(x1y2 + X2¥1)
Karena x; +x; ER, y; +y, ER,
. 1 1
Sehingga p” + . e C

Jadi (C, +) tertutup terhadap operasi
penjumlahan
2) Sifat Asosiatif

1 1 1 1 1 1
L D)D)t
Z Zy Z3 Zy 2y Z3

Misalkan
1_ 1 1_ 1 1_ 1
Z1 - x1+iy1’ Zy - XZ+l'y2’ Z3 - x3+iy3
Ruas Kiri
1 1 1
Le(d
Zy Zy  Z3
_ 1
B X1+ iy,
1 1
et ——)
Xy, +iy, x3+1iy3
_ 1
B X1+ iy,
+ ((xz +iy,) + (x3 + iJ’3))
(xy + iy2)(x3 + iy3)

(X2X3 — Y23 + X2X1 + X1X3 — Yo ¥1 — Y1Y3) +
i(x2y3 + X3Y2 + X2¥1 + X3y1 + X1Y2 + X1Y3)

(X1X2X3 — X¥3Y1 — X3V2¥1 — X1Y2¥3) +
[(XaX3y1 + X1X2Y3 + X1X3Y2 — V2V3Y1)

Ruas Kanan

( : : )

= +

X1 +Hiy; X+ iy
1

X3 +iy3
(xg + iyy) + (x1 + iy1)

(x1 + iy1) (xp + iy,)
1

_|_
X3 +iy;

(x3x + X3X1 + X1X; — V1Yo — ¥3Y2 — ¥Y3Y1) +
[(X3Y2 + X3Y1 + X¥3 + X1Y3 + X1V, + X2V1)

(X1X2X3 — X1Y2YV3 — X2Y1Y3 — X3Y1Y2) +
[(x1%2Y3 + X1 X3V + X2X3Y1 — V1Y2Y3)

3)

Karena i+(i+l)= (i+l)+

Zy Z3 Z1 Zy

1 jadi terpenuhi asosiatif terhadap

Z3

operasi penjumlahan

Adanya unsur identitas

Ambil sebarang z € C dimana z =
x + iy, maka terdapat e = (0 + 0i)
sehingga

z+(O0+0)=x+iy+(0+
0i) = x + iy

0+0)+z=0+0)+ x+iy
=x+iy

4) Setiap anggota mempunyai invers

Vz € C terdapat
berlaku
z+zl=z142=0+0i
Ambil sebarang z € C dimana z =
x+iyadazl=—-x—iy€cC
zl+z=—(x+iy) + (x +iy)
=(—x—iy)+
+iy)
=x—x)+W—-y)i=0+0i
z+zl=(x+iy)+ (—x—iy)
=x-x)+ @ —-yi
=0+0¢

z~1 € C sehingga
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Himpunan bilangan kompleks C =
E|z =x+iy;x,y €ER,i%? = —1}.
merupakan grup karena dapat

dibuktikan bahwa memenuhi
keempat sifat

d. Misalkan C={z|z=x+iyV2;x,y€

Q,i? = —1} Apakah (C,+) membentuk
grup? (C, +) membentuk grup komutatif
apabila memenubhi sifat-sifat berikut:

1) Sifat Tertutup

i _P —
Mlsalx—qu y—beQ

x+ipV2=L4 T2 =
pb+qaiV2
qb
Jadi x + iyv2 € Ctertutup terhadap
grup operasi penjumlahan
2) Sifat Asosiatif Vx,y,z € Q berlaku
(x+y)+z=x+ (y+ z) Sehingga
(x+iyV2) +z

=X
+ (iyV2
+Z),Vx,y,z €Q
3) Adanya unsur identitas
Ada e=0+0i=0€C sehingga

Vx=§eQ berlaku (0 +x) =0+
X=X

4) Setiap anggota mempunyai invers
Vx=§eQ ada x 1= (-x)=
‘7" € Q berlaku x + (=x) = (—x) +
X =e
Jadi (C={x+iy\/7:x,yEQ}
membentuk grup.
C grup komutatif karena x + iyv/2 =
iyV2 + x

a a
=2 tivz=2ivz+ L
q b b q

pb + qaiv?2 _ qaiv2 + pb
gb — qb

Misalkan C adalah himpunan bilangan
kompleks yang didefinisikan dengan C =
{lz| |z=x+iy; x,y € R,i? = —1}.

Apakah (C, +) membentuk grup? (C,+)
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membentuk grup apabila memenuhi sifat-
sifat berikut:
1) Sifat tertutup
Ambil sebarang z; z, € C maka z; =
Xy +1Y1, 2, =% + 1y,

Sehingga
|zy | + [z2] = [(xq + iyy)
+ (x; +iy,)|
= |(x; +x2) +i(yy
+ ¥2)l

Karena x; +x, ER, y; +y, ER,

Sehingga |z;| + |z,| € C

Jadi (C,+) tertutup terhadap operasi
penjumlahan
2) Asosiatif
(Iz1| + 1221) + |z5]
= |zy| + (|z2| + |z3])
Misalkan |z;| = |x; + iy.l, |z,] =
|z + iyal, |z3] = x5 + iys]
Sehingga
Ruas Kiri
(Iz1] + |z2]) + |25
= (x4 + iy4l
+ [x; + iy,|)
+ x5 + iys]
= |xg + x;
+ x5
+ily:s + 2
+ sl
Ruas kanan
|z1] + (Iz2] + |23])
= |x1 + iy
+ (Ixz + iy, |
+ |xz + iysl)
= |x; + x
+ x3]
+ily; + v,
+ sl
Karena (|zy| + |z2]) + |z3] = |z, | +
(|z5] + |z5]) jadi (C,+) terpenuhi
asosiatif terhadap  operasi
penjumlahan
3) Adanya unsur identitas
Ambil sebarang z € C dimanaz =
x + iy maka terdapat e = (0 + 0i)
Sehingga
(0+0i) + |z| = (0+00) + |x + iy|
=[x + iy
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4)

|z| + (0 + 0i) = |x + iy|

+ (0 + 0i)

= |x + iy]|
Setiap anggota mempunyai invers
Ambil sebarang z € C dimana z =

x+ iy
Adazl=-x—-iy€ecC
|z + |z] = —lx + iyl + |x + iyl
= |—x — iyl
+ |x + iy|
= |x —x| +ily —yl

=0+ 0i

lz] + |27 = |x + iy| + |—x — iy]
= |x —x| +ily =yl

=0+ 0i

Himpunan bilangan kompleks C =
{lzl |Iz=x+iy; x,y ER,i? =

—1} merupakan grup karena dapat
dibuktikan bahwa memenuhi
keempat sifat.

2. Terhadap operasi perkalian (C,x).

a. Misalkan C adalah himpunan bilangan
kompleks yang didefinisikan dengan
C={zlz=x+iy;x,y € R,i? = —1}.
Apakah (C,x) membentuk grup? (C,x)
membentuk grup apabila memenuhi sifat-
sifat berikut:

1)

2)

Tertutup
Ambil sebarang z;,z, € Cmaka z; =
X1+ 1y, 2, = X3 H 1Y,
Sehingga
7y X 23 = (x1 + iy1) (x2 + 1y3)

= _(x1x2 - ¥1Y2)

+ i(x1y, + x2¥1)
Karena X1X3 — V1Yo E R, x1y, +
x,y1 € R, Sehingga z; X z, € C
Jadi (C,x) tertutup terhadap operasi

perkalian

Sifat Asosiatif
21(2,23) = (212,) 23
Misalkan, z; = x; + iy, 2, = x, +
1y, 23 = X3 + iy3
Sehingga

Ruas kiri

z1(2223) = (%1 + i%)((xz +
iy,) (x3 + iy3))

berlaku

3)

4)

= X1XpX3 + X1X51y3 +
X1X30Y2 — X1Y2Y3 +
XoX3ly1 —  XoY1YV3 —
X3Y1Y2 — Y1Y2Y3

= X1X2X3 — X1Y2¥3 —
X2Y1Y3 — X3Y1Y2 +
i(x1xy3 + x1x3y, +
X2X3Y1 — Y1Y2Y3)

Ruas kanan

(z122)23 = ((x1 + iy1) (x;
+1y2)) (x3 + iy3)
= (X1 X2X3 — X1Y2Y3 —
X2Y1Y3 — X3Y1Y2) +
[(x1X2y3 + X1X3Y, +
X2X3y1 T Y1Y2Y3
Karena z,(z,z3) = (212,)z;  jadi
(C,x) terpenuhi asosiatif terhadap
operasi penjumlahan
Adanya unsur identitas
Ambil sebarang z € C dimana z =
x + iy maka terdapat
zX (14+0i) = (x+iy)x 1+ 0i)
= (x +iy)
(1+0)xz=(14+0i)x(x+iy)
=(x+1iy)
Setiap anggota mempunyai invers

vz € C terdapat z~! € C sehingga

zXz l=z1xz=1

Ambil sebarang z € Cdimana z =

x+iyadazl=——€cC

x+iy

— 1
zlxz=—((x+
x+iy

xX+iy
x+iy

y)=

zxzl=(x+
. 1 _x+iy
ty) x+iy x+iy
Himpunan bilangan kompleks C =
{zlz=x+iy;x,y ER,i? = -1}
merupakan grup karena dapat
dibuktikan bahwa memenuhi

keempat sifat

b. Misalkan C adalah himpunan bilangan
kompleks yang didefinisikan dengan

C

={Zlz=x+iy;x,y ER,i? = —1}.
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Apakah (C,x) membentuk grup? (C,x)
membentuk grup apabila memenuhi sifat-
sifat berikut:
1) Sifat Tertutup
Ambil sebarang z;,z, € C maka
Z1=X—1y, Z, =x —1y
Sehingga
Zy X7y = (%1 — iy1) X (X — iy2)
= (x1%2 — ¥12)
— i(x1y2 + x21)
Karena x1x, —y1y2 €ER, x5, +
x,y1 € R, Sehingga z; X z, € C
Jadi (C, +) tertutup terhadap operasi
perkalian
2) Sifat Asosiatif
(71 X 23)23 = 21(Z; X 23)
Misalkan z; = x; — iy, Z, = Xy —
iy,, Zz3 = x5 — iy3, Sehingga

Ruas kiri

(71 X 72)z3 = ((x1 — iy1) + (a2 —

iYZ))(xs — iy3)

= (x1X3X3 — X1Y2Y3 —
X2Y1Y3 ~ X3Y1Y2) +
[(X1X2Y3 — X1X3Y2 —
X2X3Y1 — V1Y2 V3)
Ruas kanan
Z1(Z3 X Z3) = (1 — iy)((x2 —
iy,)(x3 — iy3))

= (x1X2X3 — X1Y2Y3 —
X2Y1 Y3 —

X3Y1Y2)i(X1X2 Y3 —

X1X31Yp —
X2X3Y1 —
Y1Y2Y3
Karena (7 X 23)73 = 71(Z; X Z3)
jadi terpenuhi asosiatif terhadap
operasi perkalian
3) Adanya unsur identitas

Ambil sebarang z € C dimana z =
x + iy maka terdapat e = 1 + 0i

Sehingga z X (1 + 0i) = (x — iy) X
1+4+0)=x—1iy

(1+0i))xz=(1+0i)

X (x —iy)

=x—1iy
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4) Setiap anggota mempunyai invers
vz € C terdapat z~! € C sehingga
berlakuz x z71 =z71x 7z =
1
Ambil sebarang z € C dimana z =

x+iyadazl=——¢€ C

x—iy
1l = (1)
Z " XZ= — ) x —
x—1iy
. _x—iy
ly_x—iy_
ZXZ7 1= x-—

. 1 X—1
() = !
Himpunan bilangan kompleks C =
{(Zlz=x+iy;x,y ER,i? = -1}
merupakan grup karena dapat dibuktikan
bahwa memenuhi keempat sifat.
Misalkan C adalah himpunan bilangan
kompleks yang didefinisikan dengan C =
{lz| |z=x+iy; x,y € R,i? = —1}.
Apakah (C x) membentuk grup? (C x)
membentuk grup apabila memenuhi sifat-
sifat berikut:
1) Tertutup
Ambil sebarang z;,z, € C  maka
|z, | = x1 + iy1, |22 = %2 + iy,
Sehingga
|z1| X |23 = |21 X 25|
= |(xy + iy, Hiy)|l =
|Cerxz — y1y2) +
{(ey2 + x251)|
Karena x1x, —y;y, ER, x1y, +
x,y; € R, Sehingga |z;| X
|z,| € C
Jadi (C,x) tertutup terhadap operasi
perkalian
2) Sifat Asosiatif

|z1| X |z3] = |z X z,]

(Iz1] X |z2]) X |z5]
= |z1| X (|z2| X |z3])
Misalkan, |z;| = |x; +iy4l, |z;] =
lx; + iyal, 1z3] = |x3 + iys]
Sehingga
Ruas Kiri
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(Iz1] X [z2]) X |z3]
= (Ixq + iyql
X |xz + iy, ) |x3
+ iy

= |(x1X2X3 — X1Y2Y3 — X2Y1Y3 —
X3y1Y2) +
i(xyx2y5 +
X1X3Yy2 +
X2X3Y1 —
Y1Y2Y3)l
Ruas kanan

|1 [(lzo| X |23])
= |x;

+ iy, |1z + iy2) (23 + iy3)|

= |(x1X2X3 — X1Y2¥3 — X2V1Y3 — X3Y1Y2) +
[(X1X2y3 + X1X3Y2 + X2X3Y1 — Y1YV2V3)|

Karena (|z,| X |z;]) X |z3] = |z, %
(|z5] X |z5]) jadi (C,x) terpenuhi
asosiatif terhadap operasi perkalian
3) Adanya unsur identitas
Ambil sebarang z € C dimana z =
x + iy maka terdapat e = 1 + 0i
Sehingga  |z;| x (1 4+ 0i) = |x; +
iyl X (1+00) =[x + iyql

(1+00) X |z| = (4 00) X |x1 + iyq]
= |xq + iyql
4) Setiap anggota mempunyai invers

V|z| € C |z|”t e C
sehingga berlaku

terdapat

|z] X |z] 7' = |z|™ x|z = 1
Ambil sebarang z € C dimana z =

x +iyadalz|™t = P

1y =( ) .
27 x 2l = () e+
Cx+iyl

_|x+iy|_

<A™ = b o ()
2l x 1™ = b+ i) ([

Cx+iyl

x4 iy
Himpunan bilangan kompleks C =
{|Z| |Z =x+iy; x,y ERi?= —1}

merupakan  grup  karena  dapat

dibuktikan bahwa memenuhi keempat
sifat.

d. Didefinisikan c={|z=x+

iy;x,y ER,i% = —1}. Apakah (C,x)
membentuk grup? (C,x) membentuk
grup apabila memenuhi sifat-sifat
berikut:
1) Tertutup
Misalkan ambil sebarang z;, z, € C,

1 1 1 1
maka — = —,— = ,

Zq X1+1y1 22 X2 +1Y;
Sehingga
1 1 1 1
— X —= — X .
Zy Zp; X1 tlyr X2 Ty

1

X1X3 = Y1Y2 + L(x1Y2 + x21)
Karena xyx, —y1y2 ER, x1y, +
x,y1 ER
. 11
Sehingga — X — € C
Zq Zy
Jadi (C,x) tertutup terhadap operasi
perkalian
2) Sifat Asosiatif

1(1 1) (1 1)1

——X—)=—X—]—

Zy \Zp Z3 Zy  Zp/) Z3
1

. 1 1 1
Misalkan, — = — =

Z1 xX1+iy1'2; X +iyy'

1 1

zz3  x3+iys3

Sehingga
Ruas Kiri

1(1X1>_ 1 ( 1
Zy \Zy Z3 x1+?’1 X2 + iy,
><x?,+iy3>
1

X1X2X3 — X1Y2¥3 — X2Y1Y3 — X3Y2Y1 +
[(X1X23 + X1X3Y7 + X2X3Y1 — Y1Y2Y3)

Ruas kanan

(1 1)1 ( 1

— X —|—= -

Z1  Zp/ Z3 X, + 1y,
1

X
Xy + iy2>x3 +iy;3
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1
T X1XX3 — X3Y1Y2 — X1Y2Y3 — X2Y1Y3 +
[(X3X1Y2 + X2X3Y1 + X1X2Y3 — Y1Y2Y3)

1(1 1 1 1\1
Karena —(— X —) = (— X —) —
Z1 \Zz Z3 Z1 Z3/ Z3
jadi (C,x) terpenuhi asosiatif terhadap
operasi perkalian
3) Adanya unsur identitas
Ambil sebarang z € Cdengan z = x + iy
maka terdapat e = 1 + 0i
Sehingga
(1+0)xz=zx1+0i) =z
(x+iy)xe=(x+iy)x(1+0i)
=x+1iy
eX(x+iy) =140 X (x+iy)
=x+1iy
4) Setiap anggota mempunyai invers

vz € C terdapat z=1 € C sehingga

Ambil sebarang z € C dimana z = x +

_ 1
iyadaz™! = —
x+iy

z‘1><2=< 1_y)><(x+iy)

x+1
x+i
X+ iy

xzl=(x+i x( )
ZXz (x +1iy) Tty

_x+iy_1
_x+iy_

Himpunan bilangan kompleks C =
E|z =x+iy;x,y €ER,i? = —1}
merupakan  grup  karena  dapat

dibuktikan bahwa memenuhi keempat
sifat

e. Misalkan C = {z|z =x +iy:|x + iy| =
1,i>=-1,x,y € R}  Buktikan, C
dengan operasi perkalian membentuk
grup. Apakah C komutatif?

1) Sifat Tertutup
Vx,y € R berlaku = z; X z,

= (x1 + iy (xz +iy,)

= (X1X, — y1Y2) + i(x1Y2 + x2¥1)

Karena x.x, —y1y, ER, x1y, +
x,y1 € R, Sehingga z; X z, € C
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Jadi (C,+) tetutup terhadap operasi
perkalian
2) Sifat Asosiatif
VZl,ZZ, Z3 € (C berlaku Zl(ZZ ' Z3) =
Zy " Z3)Z3

Misalkan z; = x; + iy, z, = x, +
Y2, Z3 = X3+ iY3

Sehingga

Ruas Kiri

z1(z3 X z3) = x1+iy; (X3 + 1y, X x3
+ iys3)

= (X1X2X3 — X1Y2Y3 — X2Y1¥3 — X3Y1Y2) +
[(X1X2Y3 + X1X3Y2 + X2X3V1 — V1Y2Y3

Ruas kanan
(zy X 23)z3 = ((x1 + iy1)(x;
+ iYZ))(xs + iy3)

= (X1X2X3 — X2Y1Y3 — X3Y1Y2) + i(X1X2Y3 +
X1X3Y3 —  X1Y2¥3 + X2X3Y1 + V1YV2Y3)

Karena  z,(zy X z3) = 71 X 73) 23
jadi ~ (C,x) terpenuhi asosiatif
terhadap operasi perkalian

3) Adanya unsur identitas
Ambil sebarang z € C dimana z =
x + iy maka terdapat e =1+ 0i

Sehingga
zX(1+0)=G+iy) x(1+

0i) =x+1iy

(1+0)xz=(14+0i)x(x+iy)

=x+1iy
4) Setiap anggota mempunyai invers
Ambil sebarang z € C dimana z =

_ 1
x + iyadaz~? =x+iy
Sehingga
_ ] 1 x + iy
Zxz 1:x-l_ly<x+iy>:x+iy
=1
1
z‘1><z=( ,>x+iy
X+ iy
x+i
= .y:]_
x+1y

Himpunan bilangan kompleks C =
zlz=x+iy:|lx+iy| =1,i* =
—1,x,y € R} merupakan grup karena
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dapat dibuktikan
keempat sifat
3. Himpunan bilangan kompleks yang tidak
dapat membentuk grup
a. C= himpunan bilangan kompleks
didefinisikan {x *xiy =x+iy;x # 0,
y#0 Vx,y € R}
1) Sifat Tertutup karena x +iy €
C VvVx,yeR

2) Sifat Asosiatif karena x + iy =iy +
x Vx,y €ER

bahwa memenuhi

3) Tidak memiliki identitas karena C
memiliki identitas & 3e € C3 Vx €
C berlaku x + e = x berarti e harus 0
dan 0bukan elemen C sehingga
C tidak memiliki identitas

B. Pembahasan

Bilangan kompleks adalah gabungan dari
bilangan riil dan bilangan imajiner yang
disimbolkan dengan C dan dapat ditulis dengan
bentuk C = {x + iy; x,y € R}.

Grup adalah suatu sistem aljabar (G,*) dari
himpunan tidak kosong G dengan operasi biner .
Suatu himpunan dikatakan grup apabila
memenuhi beberapa sifat yaitu tertutup vx,y €
G berlaku x * y € G, sifat assosiatif Vx,y,z € G
berlaku x = (y*z) = (x*y)=*2z, ada unsur
identitas di G. Ada e € G sehingga Vx € G
berlaku x *e =e*x =x, ada unsur invers
setiap anggota di G. Vx€G, ada x"1€G
sehinggax xx 1 =x"1xx =e.

Berdasarkan  hasil  penelitian  yang
diperoleh untuk mengetahui himpunan bilangan
kompleks yang dapat membentuk grup dapat
dilihat bahwa bentuk-bentuk himpunan bilangan
kompleks pada operasi tertentu yaitu operasi
penjumlahan dan perkalian, bilangan kompleks
dapat membentuk grup. Hal ini dapat
ditunjukkan dari beberapa contoh yang telah
dibuktikan, misalnya, C adalah himpunan
bilangan kompleks yang didefinisikan C =
{zlz=x+iy;x,y €R,i? = -1}, dengan
operasi penjumlahan dan perkalian, C adalah
himpunan bilangan kompleks yang didefinisikan
dengan C={Z]z=x+iy;x,y € R, i? = —1}
dapat membentuk grup dengan operasi
penjumlahan dan perkalian konjugat, C adalah

himpunan bilangan kompleks yang didefinisikan

dengan C={|Z| |Z=x+iy; x,y ER,i%? =

—1} dengan operasi perkalian modulo, C =

{§|Z =x+iy;x,y € R i%? = —1}
operasi penjumlahan dan perkalian, C = {z|z =
x+iyV2;x,y € Q} dengan operasi
penjumlahan, C={z|z=x+1iy;|x+iy|=
1;x,v € R,i? = —1, } dengan operasi perkalian.
Sedangkan dalam operasi tertentu himpunan

bilangan kompleks tidak dapat membentuk grup
karena tidak berlaku sifat identitas misalnya pada

dengan

contoh C = himpunan bilangan kompleks
didefinisikan {x*xiy=x+iy;x,y+
0 Vx,y € C}.

4. Kesimpulan

Dari hasil dan pembahasan pada bab

sebelumnya, dapat diperoleh kesimpulan bahwa
bentuk-bentuk himpunan bilangan kompleks
yang dapat membentuk grup adalah C =
{zlz=x+iy;x,y € R,i? = —1} dengan
operasi (C, +) atau (C,x),

C={Zlz=x+1iy;x,y € R i? = —1} dengan
operasi penjumlahan dan perkalian konjugat,
C={lzllz=x+1iy; x,y ER,i? = —1}

dengan operasi perkalian modulo, C = {§| z=
x+iy;x,y €ER,i? = —1} dengan operasi
(C,+) atau (C,x), C = {Z|z =x+ iy\/?; X,y €
Q} dengan operasi penjumlahan, C = {z|z = x +

iy; Ix + iyl = 1;x,y e R,i* = -1}  dengan
operasi perkalian.
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