Pendekatan Faktorial Pada Bidang Riil

Zaidulkhair Hamzi

Program Studi Matematika, Universitas Negeri Makassar, zaidulkhairhamzics2@gmail.com

Syamsuddin Mas’ud*

Program Studi Matematika, Universitas Negeri Makassar, syamsuddinm@unm.ac.id

*Corresponding Author

ABSTRAK, Artikel ini adalah studi literatur tentang
mendefinisikan faktorial dalam domain nyata. Tujuan
penelitian ini adalah untuk menurunkan rumus aproksimasi
faktorial yang dinyatakan sebagai x! dengan menggunakan
pendekatan analitis. Makalah ini diawali dengan asumsi
bahwa rumus faktorial rekursif tetap berlaku pada domain
riil, kemudian digunakan untuk mengkonstruksi rumus
aproksimasi x!. Selanjutnya, makalah ini juga mengaitkan
hasil dari bentuk aproksimasi faktorial dengan representasi
integral yang relevan, seperti fungsi gamma.

Kata Kunci: faktorial, bidang riil, representasi integral,
fungsi gamma, pendekatan analitis

1. PENDAHULUAN

Faktorial adalah konsep yang
menunjukkan hasil dari perkalian semua
bilangan bulat positif dari 1 hingga suatu
bilangan bulat positif tertentu. Faktorial bukan
hanya merupakan alat penting dalam kalkulus
dan statistik, tetapi juga muncul dalam
perhitungan probabilitas dan kombinatorika [1].
Secara umum, faktorial dari sebuah bilangan
bulat positif k, dilambangkan dengan k!,
didefinisikan sebagai persamaan (1.1),

K'=kx(k-1)xk-2)%..X2

x 1. (1.1)
Notasi k! untuk faktorial diperkenalkan oleh
matematikawan Prancis, Christian Kramp pada
tahun 1808 [2]. Kata "faktorial” (bahasa asli
Prancis: factorielle) pertama kali digunakan pada
tahun 1800 oleh Louis Francois Antoine
Arbogast, dalam karya pertama tentang rumus
Faa di Bruno [3] tetapi mengacu pada konsep
yang lebih umum tentang hasil perkalian
aritmatika. "Faktor-faktor" yang dirujuk oleh
nama ini adalah istilah-istilah dalam rumus
produk faktorial.

Dalam konteks faktorial riil, Kkita tidak
hanya mempertimbangkan bilangan bulat positif,
tetapi juga memperluas definisi ini ke bilangan
riil non-negatif. Ada banyak sekali cara untuk
memperluas faktorial menjadi fungsi kontinu [4].
Menurut [5] yang paling banyak digunakan

adalah menggunakan fungsi gamma, yang dapat
didefinisikan untuk bilangan real positif sebagai
integral tak wajar (1.2),

(x—1D!'=T(x)

= j t*le~tdt, (1.2)

0
dengan x € R* dan t adalah variabel integrasi.

Untuk lebih jelasnya, diberikan contoh terkait
sebagai berikut, misalkan I' G)

F(l) foot‘% —tdt fm ! —tdt
— | = e = —e .
2 0 o Vt

Subtitusi u = Vt © u? = t, dan dt = 2udu

[ee] 1 [o.0] 5
—e tdt = 2] e % du
J, erae=2]
= (1.3)

Integral (1.3) dikenal dengan integral gaussian

[61, [71
2. TINJAUAN PUSTAKA

Kekonvergenan Barisan Fungsi

Definisi 2.1

Misalkan A € R adalah sebuah himpunan tak
kosong, misalkan (f;,) adalah fungsi barisan dan
f:A - R adalah fungsi. Fungsi barisan (f;,)
konvergen titik demi titik ke f jika untuk setiap
e>0 dan X € A, terdapat n >
N(g, x), berlaku |f,(x) — f(x)| < €[8].

lim f,,(x) = f(x) untuk setiap x € A.
n—->oo

Catatan bahwa untuk konvergen titik demi
titik,selain bergantung pada &, boleh jadi nilai N
bergantung juga pada x € A. Jika setiap € > 0,
dapat kita temukan nilai N yang tidak bergantung
pada nilai x € A, maka nilai f,(x) akan
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“seragam” mendekati nilai f(x) pada A. Berikut
diberikan definisi konvergen seragam.

Definisi 2.2

Diberikan (f,,) barisan fungsi riil pada A € R.
barisan (f;,) konvergen seragam pada A ke fungsi
f pada A jika untuk setiap & > 0, terdapat
bilangan asli N, sehingga untuk setiap bilangan
asli n > N, berlaku |f,,(x) — f(x)| < &, untuk
setiap x € A [9].

Asimtot
Definisi 2.3
Garis x = a adalah vertikal asimtot dari fungsi
grafik y = f(x) jika setidaknya 1 dari
pernyataan (2.1) benar [10],

L lim f(x) = too,

2. lim_f(x) = too. (2.1)
x—-a
Barisan Hasil Kali
Definisi 2.4
Diberikan barisan bilangan riil (x,) dan
misalkan [11]
k

P1 = X1, P2 = X1X2, P = X1X2 . X = Hx"'
n=1
Bilangan p, disebut hasil kali parsial ke-k dan x,,
disebut faktor ke-n dari hasil kali. Simbol berikut
ini (2.2) digunakan untuk menyatakan hasil kali
yang dimaksud,

xle ...xn ] | | xn.

n=1

Dengan analogi deret tak hingga, terlihat
wajar untuk menyebut hasil kali konvergen jika
(pr) konvergen. Tetapi, setiap hasil kali yang
memiliki satu faktor sama dengan nol akan
konvergen, tanpa memperhatikan perilaku dari
faktor-faktor lain, maka terdapat definisi baru
untuk hal tersebut.

(2.2)

Definisi 2.5

Diberikan hasil

[Io21 %, dan misalkan

setiapn, k € N [11].

a) Jika tak terhingga banyaknya faktor x, yang
nol, kita katakan bahwa hasil kali tersebut
divergen ke nol.

kali tak
Pk = Hﬁzlxn

hingga
untuk
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b) Jika tidak ada faktor x,, yang nol, kita katakan
hasil kali tersebut konvergen, jika ada sebuah
bilangan p # 0 sehingga (py) konvergen ke p.
Dalam kasus ini, p disebut nilai dari hasil kali
tersebut dan kita tuliskan p = [[oZ; X,. Jika
(px) konvergen ke 0, kita katakan bahwa hasil
kali tersebut divergen ke nol.

c) [Ip21x, disebut divergen jika tidak
konvergen seperti yang dijelaskan pada (b).

Faktorial

Definisi 2.6
Fungsi faktorial dari bilangan bulat positif k
didefinisikan sebagai hasil kali semua bilangan
bulat positif yang tidak lebih besar dari k seperti
pada (1.1), yaitu [12]
0l=1,

kl=1x2x3x..x(k-2)x(k-1)xk
Ini dapat ditulis secara lebih ringkas dalam notasi
hasil kali sebagai (2.3),

K

k=] [n.

n=1
Jika rumus hasil kali ini diubah untuk

mempertahankan semua suku kecuali suku
terakhir, rumus ini mendefinisikan hasil kali
dengan bentuk yang sama, untuk faktorial yang
lebih kecil. Hal ini mengarah pada relasi rekursif
(2.4) yang setiap nilai dari fungsi faktorial dapat
diperoleh dengan mengalikan nilai sebelumnya
dengan k, [13]

(2.3)

k'=kx(k-1)!. (2.4)
Hasil Kali Wallis
Theorem 2.7

Hasil kali Wallis adalah hasil kali tak hingga
konvergen yang dapat dilihat pada persamaan
(2.5) sebagai berikut [14],

y 2X?2 2n X 2n T
X ... X = —.
oo 1 X 3 2n—-1)x@2n+1) 2

(2.5)

Integral Gaussian

Integral Gaussian, biasa juga dikenal
sebagai Euler-Poisson Integral, adalah integral
fungsi Gaussian f(x) = e~*"terhadap garis riil.
[6], [7] Dinamaka sesuai dengan nama
matematikawan jerman, Carl Friedrich Gauss,

Jurnal Matematika dan Statistika serta Aplikasinya Vol.13 No. 1 Ed. Jan-Jun 2025



71 e Zaidulkhair Hamzi, Syamsuddin Mas’ud

hasil integral dapat dilihat pada persamaan (2.6)
dan (2.7) sebagai berikut,

I—f e dx = .
J= f ~% dx = n_\/_.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

(2.6)

2.7)

Definisi dari faktorial pada persamaan
(1.1) memiliki rumus rekursif faktorial untuk
bilangan bulat non-negatif (2.5) coba dikerjakan
untuk bilangan riil yang dapat dilihat dalam
persamaan (3.1),

x!'=(x—-1Dlx, (3.1)
dengan rumus rekursif diperoleh (3.2),
x+DI=x(x+1),

x+2)!=GE+D!(x+2),

(x+3)!'=(x+2)!(x+3),
x+D)!'=Ex+3)(x+4),
(x+5!'=x+4)!(x+05).

(3.2)

Perhatikan pada (x + 2)! memiliki (x + 1)!,
sehingga

x+2)!=x'(x+1D(x+2),
untuk (x + 3)! dan (x + 4)! dapat dilihat pada
persamaan (3.3),
(x+3)!'=x(x+1D(x+2)(x+3),
x+D)!'=x(x+1D(x+2)(x +3)(x + 4).

(3.3)

Akibatnya, untuk (x + 5)! dapat ditulis dengan
notasi hasil kali (2.2) yang dapat dilihat pada
persamaan (3.4),

5

G+ =xt] [a+h.
Untuk n dan k bilangan asli, diperoleh notasi
(3.5)

k
(x+ k)! =x!1_[(x+n), (3.5)
n=1

yang selanjutnya bentuk (3.5) dilogaritmakan.
Pertama, logaritma ini diberikan pada definisi
faktorial (1.1) sehingga diperoleh,

In(k!)) =In(1x2x3x..xk),

In(k!") = In(1) + In(2) + In(3) + -+ + In(k).
Dengan kata lain, karna logaritma dari bentuk
faktorial dapat ditulis dalam notasi sigma (3.6),

(3.4)

k
In(k!) = z In(n). (3.6)

Berdasarkan rumus rekursif riil (3.1) dan sifat
logaritma (3.6), diperoleh persamaan (3.7)

In(x!) = ln((x — 1)!) + In(x), (3.7)
dan persamaan (3.8)
k
In((x + k)!) =1In (x! n(x + n)),
In((x + k)!) = In(x!) + Z In(x+n).  (38)

Catatan bahwa sifat (3. 9) berikut berlaku untuk
N yang sangat besar, dengan menggunakan sifat
logaritma dan limir barisan.

In(N) = In(N + n). (3.9)

Sehingga untuk N yang besar dan berdasarkan
(3.8) maka

k
In((N +501) = In(ND + ) In(N + 1),
n=1

In((N + k)!) = In(N?)
k

+ Z(ln(N) +1In(N +n)

~In(vy),
~In(NY)
k

- ; In(N)

k
- Z(ln(N + 1) — In(N)).

n=1
Selanjutnya dengan melimitkan kedua ruas maka
diperoleh

k
Jim (ln((N +k)!) — In(N!) — z ln(N))
n=1

k

)

n=1
Jim (In((V + K)1) = In(ND) = kIn(N)) =0.
Selanjutnya, diperumum untuk x € R sebagai
berikut,
Jlim (In((N + x)!)

In((N + k)!)

—In(ND) — xIn(N)) =0,
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N
1\1}1_1)130 (ln(x!) + Z In(x + n)

In(n) — xIn(N) ) 0,

In(x!) = 1\1{1_{20 (— Z In(x +n)

N

+ Z In(n) + x ln(N)),

=1

b4z

S
1l
[y

S
=y

In(x!) = 1\1,1_r)r30 (Z (In(n) —In(x + n))
n=1

+ xln(N)),
sehingga untuk In(x!) diperoleh (3.10)
N

In(x!) = lim (Z In (< : )

n=1

+ xln(N)). (3.10)

Kemudian kembalikan ke bentuk awal
N n
x! = lim Nern=1ln(m)_
N—-oo
Akibatnya, diperoleh persamaan (3.11) sebagai

konstruksi rumus x!

x!
N

ZIJI%NXH(xZn)

n=1
Berikut diberikan contoh agar mempermudah
pemahaman

(3.11)

Contoh 3.1
Dengan menggunakan persamaan (3.11), dapat

ditentukan nilai 1! sebagai berikut,
N

. n
1= lim N1| |( )
N—-o 1+n
n=1
N N
1! = lim N. = lim N.——————
NV 234 NN+ 1) Noe UNI(N + 1)
N
N N 1
_N—)00N+1_1\lll—r>lgoN+1 _1\111—1’>Ic1>01+l
N N
140

Jadi dengan persamaan (3.11), nilai dari 1!
adalah 1.
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Contoh 3.2
Dengan menggunakan persamaan (3.11), dapat

ditentukan nilai (1) I sebagai berikut,

(1
1
2 n=1 7+n
N
Gt ] )
2)" T N [\Zn+1
n=1

-] (2) (2
ppac I ATy AU

n=1
<n+1>< 2n )( 2n )
1 n 2n+1/\2n+1

))
))
)) =TT )
)
) -

2 [ee)

S

n=1

G-

3'3'5'5'7'7°9"9 "

() 2332 f[<2n_1><2n+1>

dengan mengingat Hasil kali Wallis pada
teorema 2.7, maka

2 ((%) !> B ll (2nzi 1) (ani 1) - %
2
(@) -3
Vi
G-7
Jadi dengan persamaan (3.11), nilai dari G) !

adalah g

Dengan menggunakan bantuan aplikasi Desmos,
dapat dilihat perkembangan grafik fungsi

N*TIN_, (x”:) untuk N yang semakin besar,

" ?
| :

it \\

|
|
|

Gambar 3.1 Fungsi N*[T\_, (ﬁ) jikaN =1
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|

Gambar 3.2 Fungsi N*[]\_ 1( )jlkaN =3
U J t

f

Gambar 3.3 Fungsi N*[IN_, (Xn )jlka N=5

e

+

*
2

f

Gambar 3.4 Fungsi N* [TN_
10

(&) jika N =

Berdasarkan Gambar 3.5 untuk N — o
konvergen disetiap titik selain bilangan bulat
negatif, karna apabila x adalah bilangan bulat
negatif contohnya jika x = —1 maka dengan

persamaan (3.11)
n
(—1 + n)'

N
(D= ,\1,52, N1
N!
N((—1+1D(-1+2)...((— 1+N)))
N = tak terdefinisi

n=1
L
( 1) N—>oo(N((0)(1)...((—1+N))
Sehingga terdapat syarat untuk persamaan (3.11)
yaitu,

(-1 = llm(

N->oo

N

n
x! = lim le_[(
N—oo X+n

n=1

),x(EZ‘

|

Gambar 3.5 Fungsi N*
100

N (=) jika N =

Teorema 3.3

Jika x € R* ,maka
N

1w = Jim N | (=)

n=1
0
= f e tt*1dt

0
Terlebih dahulu akan dibuktikan secara induktif
bahwa vn € N, dengan s # 1,

1
j (1—s)"1s¥"1ds
’ (n— 1)

=x(x+1)...(x+n—1)
Misalkan n = 1 dan x > 0, maka

1 1
f s*lds = [i] L
0 xlp x  x

Asumsikan persamaan (3.12) berlaku di n — 1
akan ditunjukkan persamaan (3.12) juga berlaku
di n, dengan integral parsial, maka

1 ox
f(l—s)""lds—f(l—s)"d< )ds
° x n 1 X
FOT e ()
x o Jo x

1 n (1
f (1—s)"s*1ds = —f (1 —s)"1s¥ds

(3.12)

f(l s)s*~ 1ds- (n— D
x (x+Dx+2)..(x+n)
g _ n!
fo(l—s) s 1ds_x(x+1)(x+2) w(x+n)
karena
n— x=14 (n—1)!
f(l_s) ') XGAD . (xtn—1)
maka
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N
n
tim N | [ (o
Nl—I}go (x+n— 1)
n=1
N*~1N1
= li
N x(x+ 1) .. (x+N—1)
N

fim vx ] ] (HZ—_J

n=1

, N*(N —1)!
= lim
Noox(x+1)..(x+N—-1)

1

= Al]im N"f (1 -s)N"1(s)* 1ds
Yo

= jm | @

—s)N-IN*~1g*-1N(ds

1
= limf (1 —=s)N"1(Ns)* INds.
0

N—ooo

Misalkan s = %dan dapat dilihat bahwa,

m(l _N>

=et.1=¢t
Sehingga,
N t N-1 [o%e)

lim (1 ——) t*~1dt =f e tt* 14t
N-oo Jg N 0
Jadi,

N (o)
lim N*~1 1_[ (L> = J tX¥~le~tdt
N-oo x+k—1 )

k=1 0
Contoh 3.4

Dengan menggunakan Teorema 3.3, dapat
ditentukan nilai I'(3) sebagai berikut,

r3) =f t2e~tdt
0

Misalkan u = t? dan dv = e~'dt maka du =
2tdt dan v = —e™¢, sehingga dengan integral
parsial,

f t?e tdt
0

b
= lim ([—tze‘t]g - 2[ (—te‘tdt)>.
0

b—oo

Misalkan u = —t dan dv = e~'dt maka du =
—dt dan v = —e™t, sehingga

f t2etdt = I}im ([—t2e~t —2te™t — 2e7%]5)
O — 00
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f t2e~tdt = lim ((—bze‘b — 2be™b — 2¢7?)
0 b—>oo
— (—02e — 2(0)e® — 2e°))
f t2e tdt=(0—-0—-0+0+0+2)=2.
0

Jadi, dengan teorema 3.3, nilai dari I'(3) adalah
2.

Contoh 3.5
Dengan menggunakan Teorema 3.3, dapat

ditentukan nilai ' G) sebagai berikut,

()~ (3)i= [ e
> = > V= . e .
1

Misalkan u = tz maka u? = t dan dt = 2udu,
sehingga

0 1 [ee] ; [ee] )
f t2ze7tdt = 2f wle W du = 2[ u.ue % du.
0 0 0 5
Misalkan w =u dan dv =ue % du maka

dw =dudanv = —%e‘”z, sehingga

2 f wue * du
0

b
T _u _uzb j l —u?
—111_1)’2102<[ 2e ]0+ 02e du
=0—O+f e % du.

0

Berdasarkan  definisi

Akibatnya,
3 1 ® Vi
—)l === -u = —
F(z) <2> fo et du="o~

4. KESIMPULAN DAN SARAN

integral  gaussian.

Pada tulisan ini, telah berhasil diturunkan
rumus pendekatan faktorial dalam domain riil
dengan mendefinisikan rumus rekursif yang
bekerja pada domain riil. Pendekatan ini
memungkinkan perluasan definisi faktorial dari
bilangan bulat ke bilangan riil. Selain itu, tulisan
ini juga berhasil merepresentasikan bentuk hasil
kali x! ke dalam bentuk, sehingga nilai x! dapat
dihitung secara lebih mudah dan akurat,
khususnya untuk bilangan riil. Penelitian ini
memberikan kontribusi pada pengembangan
teori faktorial dan potensial untuk diaplikasikan
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dalam berbagai bidang, seperti analisis kompleks
dan matematika terapan
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